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Introducéo

Apés o desenvolvimento da Teoria das Distribuicdes por Schwartz,
em 1950, surgiu a seguinte

Quest3o:

Dados Q C R” aberto, f € C*(Q) e S € D'(RQ), existe
TeD(Q):fT=57
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Apés o desenvolvimento da Teoria das Distribuicdes por Schwartz,
em 1950, surgiu a seguinte

Quest3o:

Dados Q C R” aberto, f € C*(Q) e S € D'(RQ), existe
TeD(Q):fT=57

Este resultado é claramente falso: basta considerar f que se anula em
um aberto U C Q e S que n3o se anula nesse aberto.

E se f se anular somente em um ponto de Q7

Mariana Smit Vega Garcia (IME-USP)
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.
Introducéo

Ainda assim o resultado é, em geral, falso.
Seja f € C*(R) dada por

f(x)—{ efx%, se x # 0,

0, se x =0.
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Introducéo

Ainda assim o resultado é, em geral, falso.
Seja f € C*(R) dada por

f(x)—{ efx%, se x # 0,

0, se x =0.

N&o existe T € D'(R) : T = 1.

. . i ~ .
Se tal T existisse, teriamos que ﬂ = ex?, 0 que ndo é possivel.
(0,00)
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.
Introducéo

Em 1932 Hadamard estudou as seguintes funces, para a € C:

2 x4, se x >0,
+ 0, se x < 0.

Se Re(a) > —1, entdo x2 € L} (R) C D'_(R). Através de

continua¢do analitica é possivel dar significado para x7, para todo

aecC.
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.
Introducéo

@ Em 1956 Schwartz provou que vale a divisdo se 2 C C" e
f =1f(z1,...,2,) € uma funcdo ndo nula e holomorfa em cada
uma de suas variaveis.
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um polindmio ndo nulo em R".
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.
Introducéo

@ Em 1956 Schwartz provou que vale a divisdo se 2 C C" e
f =1f(z1,...,2,) € uma funcdo ndo nula e holomorfa em cada
uma de suas variaveis.

@ Em 1958 Lojasiewicz provou que vale a divisdo se f & uma
funcdo real analitica ndo nula.

@ No mesmo periodo Hérmander provou que vale a divisdo se f &
um polindmio ndo nulo em R".

@ As provas de Hérmander e Lojasiewicz se baseiam num mesmo
lema algébrico.
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.
Principal resultado

Teorema 1
Seja P um polinémio n3o-nulo em n variaveis. Entdo a aplicacdo
multiplicacdo (injetora)

So>f— PfeS

tem uma inversa continua (definida na sua imagem), isto &, dada
uma semi-norma continua R definida em S existe uma semi-norma
continua Q definida em S tal que R(f) < Q(Pf), Vf € S.
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]
Corolario

Teorema 2
Dada T € S existe S € S tal que PS = T. J
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]
Corolario

Teorema 2
Dada T € S existe S € S tal que PS = T.

Prova
Dada T € &', considere

PS > Pf — T(f). (1)

= (1) é continua: Pf, S ot f,.50= T(£) Lo
Hahn-Banach: 3 extensdo continua de (1) a S. Se S € S é tal
extensdo, PS = T. |
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]
Corolario

Teorema 3
Sejam P(D) um operador diferencial parcial com coeficientes
constantes ndo nuloe T € §’. Entdo 45 € §':

P(D)S = T.

Em particular, sempre existe solucdo fundamental temperada de
P(D), isto é, existe S € &’ : P(D)S = 9.
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]
Corolario

Teorema 3
Sejam P(D) um operador diferencial parcial com coeficientes
constantes ndo nuloe T € §’. Entdo 45 € §':

P(D)S = T.

Em particular, sempre existe solucdo fundamental temperada de
P(D), isto é, existe S € &’ : P(D)S = 9.

Prova
Objetivo: resolver P(D)S = T em §'.
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Corolario

Teorema 3
Sejam P(D) um operador diferencial parcial com coeficientes
constantes ndo nuloe T € §’. Entdo 45 € §':

P(D)S = T.

Em particular, sempre existe solucdo fundamental temperada de
P(D), isto é, existe S € &’ : P(D)S = 9.

Prova
Objetivo: resolver P(D)S = T em §'. o
Aplicando a transformada de Fourier: P(£)S =T
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Corolario

Teorema 3
Sejam P(D) um operador diferencial parcial com coeficientes
constantes ndo nuloe T € §’. Entdo 45 € §':

P(D)S = T.

Em particular, sempre existe solucdo fundamental temperada de
P(D), isto é, existe S € &’ : P(D)S = 9.

Prova

Objetivo: resolver P(D)S = T em §'.

Aplicando a transformada de Fourier: P(£)5 = T
Teorema 2 = Jue S : P(&u=T.
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]
Corolario

Teorema 3

Sejam P(D) um operador diferencial parcial com coeficientes
constantes ndo nuloe T € §’. Entdo 45 € §':

P(D)S = T.

Em particular, sempre existe solucdo fundamental temperada de
P(D), isto é, existe S € &’ : P(D)S = 9.

Prova

Objetivo: resolver P(D)S = T em §'.

Aplicando a transformada de Fourier: P(£)5 = T
Teorema 2 = Jue S : P(&u=T.

Defina S = F~!(u).
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.
Corolario para distribuicées

O teorema de Lojasiewicz, quando f & um polinémio, segue do
teorema de Hormander.
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Corolario para distribuicées

O teorema de Lojasiewicz, quando f & um polinémio, segue do
teorema de Hormander.

Teorema 3

Sejam T uma distribuicdo definida num aberto Q C R" e P um

polindmio n3o nulo em n variaveis. Entdo existe uma distribuicdo S
definida em Q tal que PS=T.
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-
Passos para a demonstracdo

@ Teorema de Seidenberg-Tarski
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-
Passos para a demonstracdo

@ Teorema de Seidenberg-Tarski

@ Teorema de Puiseux

@ Teorema da Extensdo de Whitney
@ O argumento de L. Hérmander
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Teorema de Seidenberg-Tarski

Definicdo
A C R" & dito semi-algébrico se ele puder ser escrito como uma
reunido finita de interseccdes finitas de conjuntos do tipo:

{x e R": P(x) =0},{x € R": Q(x) > 0},

onde P e @ sdo polinémios.
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-
Teorema de Seidenberg-Tarski

Definicdo
A C R" & dito semi-algébrico se ele puder ser escrito como uma
reunido finita de interseccdes finitas de conjuntos do tipo:

{x e R": P(x) =0},{x € R": Q(x) > 0},

onde P e @ sdo polinémios.

Seidenberg-Tarski

Se A C R™™ & semi-algébrico, entdo a projecdo de A em R™
também é um conjunto semi-algébrico.
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Corolario

Definicio
Dado E C R", g : E — R é semi-algébrica se
F={(x,y) € ExR:y<g(x)} é semi-algébrico.
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Corolario

Definicio
Dado E C R", g : E — R é semi-algébrica se
F={(x,y) € ExR:y<g(x)} é semi-algébrico.

Corolario

E C R?*"": semi-algébrico.

f(x)=inf{y e R: 3z R": (x,y,z) € E}

é semi-algébrica.
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Teorema de Puiseux

Teorema de Puiseux

Seja f uma funcdo continua, definida para £ € R positivo pequeno,
tal que y = f(&) satisfaz

Ao(€)y" + AL(€)y"  + ...+ Ara(§)y + An(§) = 0,

onde os coeficientes Ag(€), . .., An(£) sdo funcdes analiticas em uma
vizinhanca da origem em R. Entdo existem p, g € N: a restricdo de f
a (0,¢) (para algum € > 0) pode ser escrita como

I (€) = g(¢7),

onde g & uma funcdo analitica em um intervalo pequeno em torno da
origem em R.

4
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.
Expressdo de f

Se g(¢) =>7, ¢&, meN, entdo

]
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.
Expressdo de f

Se g(¢) =272, ¢, m €N, entdo

f&) =63 qlery

1
= Z Ck+pq(§”)k
k=m—pq

= Cmé-r(l + 0(1))7

Assim &7 < f(€) < 3m¢”, para £ pequeno.
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-
Relacdo entre Seidenberg-Tarski e Puiseux

Proposicao
Seja f semi-algébrica em (0, 00) e finita para x pequeno. Entdo
fo., = & onde g & continua e y = g(x) satisfaz uma equacdo do
tipo

Pa(x)y™ + ...+ Pi(x)y + Po(x) = 0,

onde os P; sdo polinémios.
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-
Relacdo entre Seidenberg-Tarski e Puiseux

Proposicao
Seja f semi-algébrica em (0, 00) e finita para x pequeno. Entdo
fo., = & onde g & continua e y = g(x) satisfaz uma equacdo do
tipo

Pa(x)y™ + ...+ Pi(x)y + Po(x) = 0,

onde os P; sdo polinémios.

Assim, existem ¢ € R, g € Q:

f(x) = cx9(1+ o(1)).
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-
Lema algébrico fundamental

Lema
Q & um polindmio em R" e A" = Q*({0}). Se ' N B;[0] # 0,
de, ;>0

c dist(¢, )" < |Q()], VIl < L.
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-
Lema algébrico fundamental

Lema
Q & um polindmio em R" e A" = Q*({0}). Se ' N B;[0] # 0,
de, ;>0

c dist(¢, )" < |Q()], VIl < L.

Prova
Dado 0 > 0, por Seidenberg-Tarski, a funcio

7(0) = inf{]Q()] - [§] < 1, dist(§, V) = 6},

é semi-algébrica. Logo, 3o > 0 e polinémios aj: se 0 < § < by,
am(O)T(8)™ 4+ am_1(0)T(0)™ + ... + ap(d) = 0. Puiseux =
Je, > 0:co* < T(0) = cdist(&, N)* < T(dist(E,N)) < |Q(E)].
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.
Teorema da Extensdo de Whitney

Teorema
A C R" é fechado. 3 aplicacdo linear C"(R") 5 f — g € C™(R"):
o Dg(&) = Df(§), Va e N" 1 |a] < m, V¢ € A.
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.
Teorema da Extensdo de Whitney

Teorema
A C R" é fechado. 3 aplicacdo linear C"(R") 5 f — g € C™(R"):
o D¥g(&) = D*f(§), Va e N" : |a| < m, V¢ € A

e dK >0 ’g‘m,ﬁ < K‘f|m7A§, \V/£ € R".
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.
Teorema da Extensdo de Whitney

Teorema
A C R" é fechado. 3 aplicacdo linear C"(R") 5 f — g € C™(R"):
o D¥g(&) = D*f(§), Va e N" : |a| < m, V¢ € A

e dK >0 ’g‘m,ﬁ < K‘f|m7A§, \V/£ € R".

g lme = SUP|a|<m |Dg (&),
As = Br[¢] N A, (R = R(N) & constante),
|f|m,a¢ & 0 supremo dos valores |D%f(n)]| e % onde |a| < m,

I¢
QWGA&eQ?&n-
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-
Desigualdade essencial

Sejam P um polinémio de grau >0,

N* = Njajerf€ € RY 2 POI(E) = 0}.
P=N1CNFC...CN?CN'CN=R"
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Desigualdade essencial

Sejam P um polinémio de grau >0,

N* = Njajerf€ € RY 2 POI(E) = 0}.
P=N1CNFC...CN?CN'CN=R"

A idéia é provar por induco para k decrescente a seguinte
afirmacio:
Lema

Para todos n,m, k € N com k < 1+ 1, existem n’,m" € Ne K > 0:

sup (1 + [€])"[f]mam) < K Sup(l + [€)"|Pf e, VF € CT(RY).

£€RN
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.
Observacées

Observacéo J

0] é verdadeiro se k = 1+ 1, e n,m € N sdo quaisquer.
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Observacées

Observacéo

0] é verdadeiro se k = .+ 1, e n,m € N sdo quaisquer.
Lema

A afirmacdo do com k = 0 implica o . Além disso, o

implica que para todos m, n € N existem m’, n" € N e uma
constante positiva K tais que

sup (1 + [€)7 Flmvor. < K sup (1+ [€])7 [PFlve, VF € S.

£ERN £ERN

Se k=0,
(N = Brle] = supecpn (141€])"|f [me < supecgn (141€])|F | m o),
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.
Resultado parcial

Teorema

Dados n, m € N, existem constantes " € N, K > 0e m' = m'(m)
tais que para toda f € C™ (R") que se anula de ordem m’ em N*+1,

sup (1 + [§])"[F |m, ey < K Sup(lvL €D [PF L .

£ERN
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.
Resultado parcial

Teorema

Dados n, m € N, existem constantes " € N, K > 0e m' = m'(m)
tais que para toda f € C™ (R") que se anula de ordem m’ em N*+1,

sup (1 + [§])"[F |m, ey < K Sup(lvL €D [PF L .

£ERN

O resultado essencial para a prova deste Teorema é o
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Prova do caso geral

Seja f € C™ (RM). Por Whitney existe g € C™ (R") tal que
Dg(¢) = Df(£), V€ € N*H, V]a| < m' e
|g|m',§ < K1|f|m/7(j\/k+1)§, V¢ e RM.

Ja vimos:
supgern (1 + [€])"If — &lmrye < Ksupeern (L + €)™ [P(f — &)l ¢

sup(L+ [€)" |l ey, <
Sup(L+ [¢1)" [ = &lm iy, + SUP(L + [<])" [l mrce.
< C(sup(1 + [€))" [ PFlav.g + sup(L + [€))" ™ [g o).

-~

OK

Whitney + indugdo
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