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Introdução

Após o desenvolvimento da Teoria das Distribuições por Schwartz,
em 1950, surgiu a seguinte

Questão:

Dados Ω ⊆ Rn aberto, f ∈ C∞(Ω) e S ∈ D′(Ω), existe
T ∈ D′(Ω) : fT = S?

Este resultado é claramente falso: basta considerar f que se anula em
um aberto U ⊆ Ω e S que não se anula nesse aberto.

E se f se anular somente em um ponto de Ω?
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Introdução

Ainda assim o resultado é, em geral, falso.
Seja f ∈ C∞(R) dada por

f (x) =

{
e−

1
x2 , se x 6= 0,
0, se x = 0.

Não existe T ∈ D′(R) : fT = 1.

Se tal T existisse, teríamos que T|(0,∞)
= e

1
x2 , o que não é possível.
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Introdução

Em 1932 Hadamard estudou as seguintes funções, para a ∈ C:

xa+ =

{
xa, se x ≥ 0,
0, se x < 0.

Se Re(a) > −1, então xa+ ∈ L1loc(R) ⊆ D′(R). Através de
continuação analítica é possível dar signi�cado para xa+, para todo
a ∈ C.
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Introdução

Em 1956 Schwartz provou que vale a divisão se Ω ⊆ Cn e
f = f (z1, . . . , zn) é uma função não nula e holomorfa em cada
uma de suas variáveis.

Em 1958 Lojasiewicz provou que vale a divisão se f é uma
função real analítica não nula.

No mesmo período Hörmander provou que vale a divisão se f é
um polinômio não nulo em Rn.

As provas de Hörmander e Lojasiewicz se baseiam num mesmo
lema algébrico.
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Principal resultado

Teorema 1

Seja P um polinômio não-nulo em n variáveis. Então a aplicação
multiplicação (injetora)

S 3 f 7−→ Pf ∈ S

tem uma inversa contínua (de�nida na sua imagem), isto é, dada
uma semi-norma contínua R de�nida em S existe uma semi-norma
contínua Q de�nida em S tal que R(f ) ≤ Q(Pf ), ∀f ∈ S.

Lema Teorema 2
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Corolário

Teorema 2

Dada T ∈ S ′ existe S ∈ S ′ tal que PS = T .

Prova

Dada T ∈ S ′, considere

PS 3 Pf 7−→ T (f ). (1)

Teorema 1 ⇒ (1) é contínua: Pfn
S→ 0

teo⇒ fn
S→ 0⇒ T (fn)

C→ 0.
Hahn-Banach: ∃ extensão contínua de (1) a S. Se S ∈ S ′ é tal
extensão, PS = T .
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Corolário

Teorema 3

Sejam P(D) um operador diferencial parcial com coe�cientes
constantes não nulo e T ∈ S ′. Então ∃S ∈ S ′:

P(D)S = T .

Em particular, sempre existe solução fundamental temperada de
P(D), isto é, existe S ∈ S ′ : P(D)S = δ.

Prova

Objetivo: resolver P(D)S = T em S ′.
Aplicando a transformada de Fourier: P(ξ)Ŝ = T̂

Teorema 2 ⇒ ∃u ∈ S ′ : P(ξ)u = T̂ .
De�na S = F−1(u).
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Corolário para distribuições

O teorema de Lojasiewicz, quando f é um polinômio, segue do
teorema de Hörmander.

Teorema 3

Sejam T uma distribuição de�nida num aberto Ω ⊆ Rn e P um
polinômio não nulo em n variáveis. Então existe uma distribuição S

de�nida em Ω tal que PS = T .
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Passos para a demonstração

Teorema de Seidenberg-Tarski

Teorema de Puiseux

Teorema da Extensão de Whitney

O argumento de L. Hörmander
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Teorema de Seidenberg-Tarski

De�nição

A ⊆ Rn é dito semi-algébrico se ele puder ser escrito como uma
reunião �nita de intersecções �nitas de conjuntos do tipo:

{x ∈ Rn : P(x) = 0}, {x ∈ Rn : Q(x) > 0},

onde P e Q são polinômios.

Seidenberg-Tarski

Se A ⊆ Rn+m é semi-algébrico, então a projeção de A em Rm

também é um conjunto semi-algébrico.
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Corolário

De�nição

Dado E ⊆ Rn, g : E → R é semi-algébrica se
F = {(x , y) ∈ E × R : y ≤ g(x)} é semi-algébrico.

Corolário

E ⊆ R2+n: semi-algébrico.

f (x) = inf{y ∈ R : ∃z ∈ Rn : (x , y , z) ∈ E}

é semi-algébrica.
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Teorema de Puiseux

Teorema de Puiseux

Seja f uma função contínua, de�nida para ξ ∈ R positivo pequeno,
tal que y = f (ξ) satisfaz

A0(ξ)yn + A1(ξ)yn−1 + . . . + An−1(ξ)y + An(ξ) = 0,

onde os coe�cientes A0(ξ), . . . ,An(ξ) são funções analíticas em uma
vizinhança da origem em R. Então existem p, q ∈ N: a restrição de f
a (0, ε) (para algum ε > 0) pode ser escrita como

ξqf (ξ) = g(ξ
1
p ),

onde g é uma função analítica em um intervalo pequeno em torno da
origem em R.

Mariana Smit Vega Garcia (IME-USP) Divisão de distribuições temperadas 29/08/2008 13 / 22



Expressão de f

Se g(ξ) =
∑∞

j=m cjξ
j , m ∈ N, então

f (ξ) = ξ−q
∞∑
j=m

cj(ξ
1
p )j

=
∞∑

k=m−pq

ck+pq(ξ
1
p )k

= cmξ
r (1 + o(1)),

Assim cm
2
ξr ≤ f (ξ) ≤ 3cm

2
ξr , para ξ pequeno.
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Relação entre Seidenberg-Tarski e Puiseux

Proposição

Seja f semi-algébrica em (0,∞) e �nita para x pequeno. Então
f|(0,ε) = g , onde g é contínua e y = g(x) satisfaz uma equação do
tipo

Pn(x)yn + . . . + P1(x)y + P0(x) = 0,

onde os Pj são polinômios.

Assim, existem c ∈ R, q ∈ Q:

f (x) = cxq(1 + o(1)).
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Lema algébrico fundamental

Lema

Q é um polinômio em Rn e N = Q−1({0}). Se N ∩ B1[0] 6= ∅,
∃c , µ > 0 :

c dist(ξ,N )µ ≤ |Q(ξ)|, ∀|ξ| ≤ 1.

Resultado parcial

Prova

Dado δ > 0, por Seidenberg-Tarski, a função

T (δ) = inf{|Q(ξ)| : |ξ| ≤ 1, dist(ξ,N ) ≥ δ},

é semi-algébrica. Logo, ∃δ0 > 0 e polinômios aj : se 0 < δ < δ0,
am(δ)T (δ)m + am−1(δ)T (δ)m−1 + . . . + a0(δ) = 0. Puiseux ⇒
∃c , µ > 0 : cδµ ≤ T (δ)⇒ c dist(ξ,N )µ ≤ T ( dist(ξ,N )) ≤ |Q(ξ)|.
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Teorema da Extensão de Whitney

Teorema

A ⊆ Rn é fechado. ∃ aplicação linear Cm(Rn) 3 f 7−→ g ∈ Cm(Rn):

Dαg(ξ) = Dαf (ξ), ∀α ∈ Nn : |α| ≤ m, ∀ξ ∈ A.

∃K > 0 : |g |m,ξ ≤ K |f |m,Aξ , ∀ξ ∈ Rn.

|g |m,ξ = sup|α|≤m |Dαg(ξ)|,
Aξ = BR [ξ] ∩ A, (R = R(N) é constante),

|f |m,Aξ é o supremo dos valores |Dαf (η)| e |R
(α)
m (ζ,η)|

|ζ−η|m−|α| , onde |α| ≤ m,

ζ, η ∈ Aξ e ζ 6= η.
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Desigualdade essencial

Sejam P um polinômio de grau µ > 0,
N k = ∩|α|<k{ξ ∈ RN : P (α)(ξ) = 0}.

∅ = N µ+1 ⊆ N µ ⊆ . . . ⊆ N 2 ⊆ N 1 ⊆ N 0 = RN .

A idéia é provar por indução para k decrescente a seguinte
a�rmação:

Lema

Para todos n,m, k ∈ N com k ≤ µ + 1, existem n′,m′ ∈ N e K > 0:

sup
ξ∈RN

(1 + |ξ|)n|f |m,(N k)ξ ≤ K sup
ξ∈RN

(1 + |ξ|)n′|Pf |m′,ξ, ∀f ∈ Cm
′
(RN).

Retorno1 Retorno2 Fim
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Observações

Observação

O lema é verdadeiro se k = µ + 1, e n,m ∈ N são quaisquer.

Lema

A a�rmação do lema com k = 0 implica o teorema . Além disso, o
teorema implica que para todos m, n ∈ N existem m′, n′ ∈ N e uma

constante positiva K tais que

sup
ξ∈RN

(1 + |ξ|)n|f |m,(N 0)ξ ≤ K sup
ξ∈RN

(1 + |ξ|)n′|Pf |m′,ξ, ∀f ∈ S.

Se k = 0,
(N 0)ξ = BR [ξ]⇒ supξ∈RN (1+|ξ|)n|f |m,ξ ≤ supξ∈RN (1+|ξ|)n|f |m,(N 0)ξ
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Observações
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Resultado parcial

Teorema

Dados n,m ∈ N, existem constantes n′ ∈ N, K > 0 e m′ = m′(m)
tais que para toda f ∈ Cm′(RN) que se anula de ordem m′ em N k+1,

sup
ξ∈RN

(1 + |ξ|)n|f |m,(N k)ξ ≤ K sup
ξ∈RN

(1 + |ξ|)n′ |Pf |m′,ξ.

O resultado essencial para a prova deste Teorema é o Lema algébrico
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Prova do caso geral

Enunciado

Seja f ∈ Cm′(RN). Por Whitney existe g ∈ Cm′(RN) tal que
Dαg(ξ) = Dαf (ξ), ∀ξ ∈ N k+1, ∀|α| ≤ m′ e

|g |m′,ξ ≤ K1|f |m′,(N k+1)ξ , ∀ξ ∈ RN .

Já vimos:
supξ∈RN (1 + |ξ|)n|f − g |m,(N k)ξ ≤ K supξ∈RN (1 + |ξ|)n′|P(f − g)|m′,ξ.

sup(1 + |ξ|)n|f |m,(N k)ξ ≤
sup(1 + |ξ|)n|f − g |m,(N k)ξ + sup(1 + |ξ|)n|g |m,(N k)ξ

≤ C (sup(1 + |ξ|)n′|Pf |m′,ξ︸ ︷︷ ︸
OK

+ sup(1 + |ξ|)n′+µ|g |m′,ξ︸ ︷︷ ︸
Whitney + indução

).
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