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Resumo

Neste trabalho apresentaremos as diversas nogoes de convergéncia
para as Séries de Fourier através da andlise dos diferentes nicleos
integrais que surgem no estudo.

1 Introducao

Foi no célebre tratado Théorie Analytique de la chaleur (1822), de Jean Bap-
tiste Joseph Fourier, que a questao de se representar uma funcao periddica
por uma série de fungoes trigonométricas foi pela primeira vez colocada clara-
mente. Naquele momento o desenvolvimento da Analise Matematica estava
ainda insipiente e o estudo da convergeéncia de tais séries nao foi abordado
com profundidade.

Durante o século XIX grandes matematicos, entre eles Cauchy, Bolzano e
Dirichlet dedicaram esforcos a compreensao das séries trigonométricas, agora
chamadas Séries de Fourier, e o advento da Integral de Lebesgue, no inicio
do século XX, permitiu a Lusin, em 1913, enunciar sua famosa conjectura:
se f é uma funcao periodica e de quadrado integravel sobre cada intervalo de
comprimento igual a seu periodo, entao sua série de Fourier converge para f
em quase todo ponto.

Neste trabalho apresentaremos alguns resultados de convergéncia para
as séries de Fourier. Mencionaremos a convergéncia em L2, a convergéncia
pontual para func¢oes absolutamente continuas e apresentaremos os Teoremas
de Fejer e Abel (cf. secao 4). O ponto central da exposigao é evidenciar
a importancia do uso dos nucleos integrais para o estudo da convergéncia
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e mostrar que, no caso desses dois ultimos resultados, a positividade dos
nicleos torna as demonstracoes bem mais simples.

Concluimos esta introducao mencionando que, em 1966, o matematico
sueco Lennart Carleson provou, em um profundo artigo [4], a validade da
conjectura de Lusin. Neste trabalho novas técnicas de Analise Harmonica
foram introduzidas, técnicas estas que tiveram aplicacao na abordagem de
outras problemas. O teorema de Carleson foi estendido para f € LP, 1 <
p < 2 por Richard Hunt em 1967 [5].

2 Séries de Fourier

Para definir a série de Fourier de uma funcao, observemos inicialmente que

se considerarmos (a,)nen € ((Z), entdo
f(l') _ Zane%’rinz

neL

define uma funcao continua e periédica de periodo T. Dada uma seqiiéncia
(@n)nen de nimeros complexos podemos considerar, entao, a soma formal

(1) Z anet ",

neL

Qualquer soma desse tipo chama-se série de Fourier de periodo 7. Os termos
a, sao chamados coeficientes da série de Fourier de (1).

Verifica-se sem dificuldade que se (a,,) € (Y(Z) e f(z) =>_
entao, para todo n € Z, a,, = %fOTf(x)e—Qﬂnx/de'

2minz /T
nez @n€ )

Dado 1 < p < o0, vamos definir Lger,T como sendo o espaco de todas as
funcoes mensuraveis e periédicas f : R — C, de periodo T, tais que 2

2 i ={ [ !f(w)\”dx}l/p <o

Dada f € L}, r, definimos seus coeficientes de Fourier pela férmula

~ T _on.
(3) f(n) = %/0 f(x)e ™ "™dx, n € Z.

2Como é usual, identificamos funcoes que coincidem quase sempre.



A pergunta natural a se fazer ¢ quando ), f (n)e?™me/T 4 série de Fou-

rier de uma funcao integravel f, converge em algum sentido para f.

Um teorema cléssico, que pode ser demonstrado usando resultados bésicos
da teoria dos espacos de Hilbert, é o seguinte:

Teorema 2.1 Seja f € L? Entao sua série de Fourier converge para f

N per,T*
em Ly, 7.

A féormula de Parseval, facilmente obtida a partir do teorema anterior,

2 ~
afirma que se f € L, 1, entao
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A

Em outras palavras, a aplicacao f + (f(n))nen ¢ uma isometria (a menos de
uma constante) entre os espagos de Hilbert L2 . e (*(Z).

3 Convergéncia pontual

Se f € L, ndo se tem, em geral, (f(n))nen € (X(Z). Um resultado mais
fraco é porém verdadeiro e muito util:

Teorema 3.1 (Lema de Riemann) Se f € L), entdo f(n) = 0 quando
In| — oo.

Dada f € L} definamos

per, T

@ Su(N= X FmeF = [ @) Daate -y, N en

In|<N

onde . ) .
Dt = RGO o
sen (77)

é chamado ntcleo de Dirichlet.

As propriedades fundamentais do ntcleo de Dirichlet estao resumidas no
seguinte resultado:



Proposicao 3.1 Valem as sequintes afirmacoes:

T

(5) " Dyr(z)de = 1.
-3
4
(6) Dzl = — log N.
T

Indiquemos por Cper7(R) 0 espago das fungdes continuas e de periodo T
em R com a norma induzida por L3¢ ». Como conseqiiéncia de (6) temos o
seguinte teorema:

Teorema 3.2 Eziste uma fun¢do f € Cperr(R) tal que Sy (f)(0) ndo con-
verge para f(0) quando N — oc.

Demonstracao: Suponhamos por absurdo que o teorema é falso. Defina-
mos, para cada N € N, o funcional linear Ay : Cper7(R) — C por

M) = Su(0) = [ 5@ (o).

Claramente Ay é continuo. Além disso, nao é dificil mostrar que ||Ay|| =
|Dnrll1. Por hipétese, para cada f, {An(f) : N € N} C C é limitado. As-
sim sendo, como Cpe,r(R) é um espaco de Banach, o principio da limitacao
uniforme implica que {||Ay|| : N € N} é limitado, o que é um absurdo em
virtude de (6). O

Como mencionado na Introducao, a questao da convergéncia pontual para
a série de Fourier de uma funcao f é delicada. A dificuldade principal advém
do fato que Dy muda de sinal. Para obtermos convergéncia pontual para
fungoes continuas, condi¢oes de regularidade adicionais devem ser impostas.
Para isso introduzimos as seguintes notacoes: se f é tal que, para um dado
x, existem f(z7) e f(z™), introduzimos, para h > 0:

_J fly) r—-h<y<z f fly) z<y<z+h
T T B

Teorema 3.3 Seja f € Lll,enT. Suponha que exista h > 0 pequeno tal que
f- € AC([x — h,x]) e fy € AC([z,z + h]). Entao Sn(f)(z) — 3{f(z%) +
f(z7)}, onde f(TT) = f(0F) e f(07) = f(T). Em particular, se f €
AC([x — hyx + h]) entao Sy(f)(z) = f(x).
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Demonstragao:Veremos que fxﬁg f(y)Dnr(z — y)dy — 3f(z"); para
tal mostraremos que V) = fmﬁg(f(y) — f(@™)Dnr(y — x)dy — 0. Seja
0 <6 < min{Z, r}. Entao: I™) = I 4+ 1Y onde

z+6
1 = / (F(y) — f(&") Dnrly — o)y,

LY = /w 5(f<y) — f(@7)Dnrl(y — x)dy.

+6
Temos que ISV = Ix:f g(y)sen (3(N + 1)(y — x))dy, onde
L fly) = fl=h)
9ly) = Tsen (F(y — x))
¢ integravel. Pelo Teorema 3.1, ]éN) — 0.
Definindo
_sen (F(N +3)(y —2)) _ (4 ly) = fa)(y — =)
gn(y) = —F T , h(y) = Tson (E(y—2))
obtemos:

) T+
1= / h(y)gw (v)dy.

Por hipétese, h € AC([z,x + d]) e h(z) = 0. Dessa forma podemos
integrar por partes, obtendo:

z+0
IY] < |z +6)Gx(z+ )|+ sup IGN(t)I/ [P (2)ldt,

te[z,z+40]

onde Gy (u) = [ ga(s)ds, para u € [z, + 0].

e portanto |[I™| < M|h(z + )| + Mf;” |h/(t)|dt — 0 quando § — 0, uni-
formente em N, em virtude do Teorema da Convergéncia Dominada (k' é
integravel!).

Nao é dificil mostrar que existe M tal que |Gyl < M, paratodo N € N,



Podemos agora concluir a demonstracao. Dado € > 0, escolhemos § > 0

tal que Il(N) < 5 uniformemente em N. Escolhendo ng tal que IQ(N) < 3, se
N > ng, concluiremos que I™) < ¢. Uma demonstracao andloga mostra que

fi% f()Dyr(z —y)dy — 5 f(z7), de onde segue o resultado. O

4 Convergéncias de Fejer e Abel

A importancia dessa secao estd em se notar que mudando a nogao de con-
vergéncia podemos obter nicleos positivos muito mais simples para trabalhar.

~ 1 :
Consideremos [ € Lp,, r e definamos:

1 x+%
o () = s (Sol) 4t Su() = [ ) Fale )y
onde
- B 1 sen (m(N +1)2/T) ) >
() Fvrle) = N+1 — Dna(2) = T(N+1) { sen (mz/T) }

¢é chamado niicleo de Fejer.

Proposicao 4.1 O nicleo de Fejer satisfaz as sequintes propriedades para
0<e<Z:
2

T
2
(8) Fyr >0, /T Fyr=1.
2
e T
(9) / Fa(2)de + / Fyr()de 25 0.
=£ €

2

Como conseqiiéncia disso temos o seguinte resultado:

Teorema 4.1 Se f ¢ uma fungao continua emx e f € Log p entdo oy r(f)(z) —
f(x) quando N — oc.



Demonstragao: Seja M tal que |f(y)] < M para quase todo y. Pela con-
tinuidade de f em z, dado ¢ > 0, existe 0 < 0 < = tal que se |z —y| < 4,

entao [f(z) — f(y)] < 3

Por (9), existe ng € N tal que, se N > ng, entao f_*;f Fyr(z)dx +
2
T
ff Fyr(z)dr < 357. Seja N > ng. Entao:

o)) = ()] = | | rte =) = f@) Py <

< / e =) — F@) Fry)dy + / 1 =) = @) P )y

z )
# (M1t =) = f@ Pxatidn <2 [ Frlndys

s H
n / (@ —y) — f(&)| Fyr(y)dy +2M / Fr(y)dy <
-5 0

5
<f4t / Fyr(x)dr < e. O
RCRIY

Corolario 4.1 Se f € Cperr(R) entdo oy converge uniformemente para
f. Em particular toda f € Cperr(R) € limite uniforme de polinomios trigo-
nométricos (Teorema de Weierstrass Trigonométrico).

Analogamente podemos estudar, para uma dada f € Lp,, p, a existéncia
do limite (convergéncia no sentido de Abel)

27 .
(10) hm g f(n)RMeFine
nEZ
Para isto somos levados agora a considerar o niicleo de Poisson dado por

x 1— R?
11 |n\ LGx _
(11) Prr(e Z T T 1 —2Rcos(2rx/T) + R*

nGZ
a partir do qual obtemos para Prr um resultado analogo aquele dado pela
Proposigao 4.1 para o nicleo de Fejer, onde agora (9) deve ser substituido
por:
&
/ Prr—1 quando R — 1".

—€



Um raciocinio analogo ao da demonstracao do Teorema 4.1 permite obter
o seguinte resultado:

Teorema 4.2 : Seja f € Cper7(R). Entdo Pr(f) converge uniformemente
para f quanto R — 17.

Observacao: E curioso observar que (11), para T" = 2m, define o ntcleo
que fornece a solu¢ao do problema de Dirichlet para o operador de Laplace
em R? no disco unitério. Tal fato, porém, nao surpreende e estd conectado a
teoria dos espagos de Hardy, teoria esta que serd objeto de estudos posteriores
dentro desse projeto.
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